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9. METODA SIL

Metoda sit jest sposobem rozwiazywania ukladow statycznie niewyznaczalnych, czyli uktadow o
nadliczbowych wigzach (zewngtrznych i wewngtrznych). Sprowadza si¢ ona do rozwiazania uktadu statycznie
wyznaczalnego (uktad podstawowy w metodzie sit), ktory powstaje z niewyznaczalnego uktadu rzeczywistego
przez wprowadzenie w miejsce odrzuconych wigzow niewiadomych sit. Jest to prosty sposob na rozwiazanie
uktadow ramowych, kratowych czy tukowych. W niniejszym rozdziale omowione zostang ogolne zatozenia
oraz tok postepowania obliczeniowego w metodzie sit.

9.1. Zasady ogolne w metodzie sil

Istota metody opiera si¢ na pozbawieniu rozpatrywanego, obciazonego uktadu nadliczbowych wigzow,
dbajac jednak przy tym o to, aby pozostal on geometrycznie niezmienny. W miejsce myslowo usunigtych
wigzOw wstawiamy niewiadome sity. Nastgpnie, aby zachowa¢ kinematyczna identycznos¢ uktadu
rzeczywistego z nowym, nazywanym dalej ukltadem podstawowym w metodzie silt, okre§lamy sumaryczne
przemieszczenia po kierunkach dziatania tych sit. Poniewaz w rzeczywisto$ci w tych miejscach istnialy wigzy,
przemieszczenia te sa réwne zero. Ukladajac te warunki w rdwnania otrzymujemy wyznaczalny uktad, a
zatem mozemy obliczy¢ warto$ci nadliczbowych niewiadomych .

Uktad podstawowy, ktory na ogot jest uktadem statycznie wyznaczalnym, musi spelnia¢ rowniez trzy
warunki odpowiedniosci:

- identyczno$¢ geometryczna (zgodno$¢ wymiarow),
— identyczno$¢ kinematyczna (zgodno$¢ przemieszczen — rOwnania kanoniczne),
— identycznos¢ statyczna (zgodno$¢ obciazen).

Stopien statycznej niewyznaczalnosci (SS/V) — jest to liczba nadliczbowych wigzow (zewngtrznych i
wewngtrznych), ktore nalezy odrzucic¢, aby uktad stat si¢ statycznie wyznaczalny.

Przyjrzyjmy si¢ zatem kolejnym etapom rozwiazania zadania metoda sit.

9.2. Przyjecie ukladu podstawowego

Interesujacy nas uklad rzeczywisty statycznie niewyznaczalny pozbawiamy nadliczbowych wigzow
(doktadnie tylu, ile wynosi SSN). Otrzymujemy w wyniku tego zabiegu uktad statycznie wyznaczalny, ktory
musi by¢ rowniez kinematycznie (geometrycznie) niezmienny. Taki zast¢pczy uktad nazywamy podstawowym.
Mozemy latwo zauwazy¢, ze w miejscach usunigtych przez nas wigzow mozliwe jest teraz przemieszczenie po
ich kierunkach. Na ogot istnieje par¢ mozliwosci wyboru oktadu podstawowego, nas jednak interesuje wybor
najlepszego (najbardziej odpowiedniego), czyli najmniej pracochlonnego (tak, aby jak najwigcej przemieszczen
w ukladzie rownan kanonicznych byto rownych zero).

9.3. Wprowadzenie nadliczbowych wigzéow

W miejsce usunigtych wiezéw w ukladzie podstawowym wprowadzamy niewiadome X;, Xo, ..., X,
bedace sitami uogélnionymi. W przypadku usunigcia wigzu uniemozliwiajacego przesunigcie wprowadzamy
site skupiona, a w miejsce utwierdzenia uniemozliwiajacego obroét wprowadzamy niewiadoma w postaci
momentu skupionego. Mozliwe jest rowniez wprowadzenie uogdlnionych sit w postaci grupy sit.
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9.4. Dobor ukladu réwnan kanonicznych oraz interpretacja jego wspolczynnikow

Rownania kanoniczne sa nieodtacznym skladnikiem ukladu podstawowego, gdyz zapewniaja
kinematyczna zgodnos¢ z ukladem rzeczywistym. Dzigki nim mozemy obliczy¢ wartosci niewiadomych sit
uogoblnionych. Poszczegdlne réwnania ukladu sa zsumowanymi przemieszczeniami po kierunkach
odrzuconych wigzow. W rzeczywistosci przemieszczenia te sa zerowe, poniewaz w tych miejscach sa podpory
uogolnione. Liczba rownan jest zatem taka sama jak liczba odrzuconych wigzow.

W celu obliczenia przemieszczen spowodowanych nieznanymi sitami postuzymy si¢ zasada superpozycji
oraz jednostkowymi sitami przyktadanymi w miejscach niewiadomych.X; . PrzyjeliSmy symbole:

A, - przemieszczenie punktu w rzeczywistej konstrukcji,
0y - przemieszczenie wywolane przyczyna jednostkowa (sita jednostkowa),

gdzie indeksy oznaczaja kolejno kierunek przemieszczenia oraz jego przyczyng,
(P) - dane obciazenie uktadu.

W celu zobrazowania tego zagadnienia postuzymy si¢ przykladem. Dany jest uklad ramowy (rys.
9.1. a), statycznie niewyznaczalny i obcigzony sitami zewngtrznymi.
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Rys. 9.1. a) Ukilad rzeczywisty b) Uklad podstawowy

Jak widzimy uktad jest statycznie niewyznaczalny, a jego SSN=2. Sprowadzamy zadanie do dowolnego
ukladu statycznie wyznaczalnego i kinematycznie niezmiennego, zachowujac obciazenia zewnegtrzne, a w
miejsce usunigtych wigzéw wstawiamy niewiadome sity X; , X> (rys. 9.1. b). Uktad podstawowy przez nas
przyjety spelnia dwa warunki odpowiedniosci z uktadem rzeczywistym (identyczno$¢ geometryczna i
statyczna), nie jest on jednak zgodny kinematycznie, zgodno$¢ ta zapewniaja rOwnania kanoniczne.
Przystapmy zatem do ich wyznaczenia, w tym celu przyjrzymy si¢ blizej rzeczywistemu przemieszczeniu
punktu 4. W ukladzie rzeczywistym w tym miejscu znajduje si¢ podpora przegubowa, niemozliwe jest wigc
przemieszczenie tego punktu po kierunkach Vi H , a wigc po kierunkach dziatania w uktadzie podstawowym
niewiadomych X;, X . Zatem przemieszczenia te beda rowne zeru.

9.1)

Zastandwmy si¢ wiec, co wywoluje pionowe przemieszczenie punktu 4 w uktadzie podstawowym.
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Przyczynami sa sity X;, X> oraz obciazenie zewnetrzne P. Przemieszczenie to mozemy zatem zapisac¢ jako
sume przemieszczen wywolanych poszczegdlnymi przyczynami:

A )+A (X )+AT (P)=0 ©2)
AA(H)(X1)+AA(H)(X2)+AA(H)(P)=0 '
Zapisujac czytelniej symbolami 6, , otrzymamy uktad rownan kanonicznych:
0, X, +0,X,+A,,=0 9.3)
8, X 40, X,+A,,=0

gdzie:

0, - przemieszczenie po kierunku niewiadomej X; wywotane dziataniem jednostkowe;j sity X; =1,
A,p - przemieszczeni uogolnione po kierunku niewiadomej X; wywolane dzialaniem danego obciazenia
zewnetrznego P.

Mozemy zapisa¢ zatem dany uklad réwnan kanonicznych w postaci wskaznikowej (w postaci jednego
0golnego wzoru):

> 6, X +A,=0 i=1,2 (9.4)

Lub w postaci macierzowe;j:
[Fl{x}+(A,)=(0) (9.5)

gdzie:
[F }: [6 ,-,{] - macierz podatnosci uktadu.
Zadanie sprowadza si¢ zatem do obliczenia pewnej liczby rownan metody sil.

Wspbtczynniki rownan kanonicznych 6, obliczamy ze wzoru, ktory w ogdlnym przypadku dla
ptaskiego uktadu ma postac:

M.M N,N KT, T,
Su=21] EJ"ds+j EA"der{ GA‘ds (9.6)

s s

gdzie:

M, M, - momenty zginajace wywotane dziataniem sity X;=1 i Xi=1,
N;, N, - sily normalne wywotane dziataniem sity X;=1 i Xi=1,

T, T, -silytnace wywotane dziataniem sity X;=1 i X;=1,

J - moment bezwladnosci przekroju poprzecznego preta,
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E,G - moduly sprezystosci liniowej i poprzecznej (stale materialowe),
K - wspolczynnik $cinania (wspdtczynnik korekcyjny)

Sumowanie odbywa si¢ po wszystkich pretach uktadu (badz przedziatach w ktorych funkcja sity wewngtrzne;j
zmienia postac).

Zgodnie z twierdzeniem Maxwella o wzajemnosci przemieszczen wiemy, ze:
5,=0, 9.7)
Wobec tego macierz podatnosci musi by¢ symetryczna wzgledem gldwnej przekatne;.

Wspotczynnik A, opisujacy przemieszczenie punktu po kierunku i, spowodowane przez sily
zewngtrzne P opisuje wzor:

A=Y {M]’;/[ﬁds—i-{ Néji ds+{ Kg"ATf’ ds (9.8)
gdzie:
M,  -momenty zginajace wywotane dziataniem sity X;=1,
MY -momenty zginajace wywolane dziataniem obciazen zewnetrznych P w ukladzie podstawowym,
N, -sily normalne wywotane dziataniem sity X;=1,
N -sity normalne wywolane dziataniem obciazen zewnetrznych P wyznaczone w ukladzie podstawowym,
T, -sity tnace wywotane dziataniem sity Xi=1,
T (;) -sily tnace wywolane dziataniem obciazen zewngtrznych P wyznaczone w uktadzie podstawowym,
J -moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta,
E,G -moduly sprezystosci liniowe] i poprzecznej (stale materiatowe),

K -wspotczynnik $cinania.
Calki we wzorach (9.6) i (9.8) mozemy obliczy¢ numerycznie korzystajac ze sposobu Wereszczagina-Mohra.

W rzeczywistosci wptyw sit normalnych i tnacych na przemieszczenie jest znikomy w poréwnaniu z wptywem
momentu zginajacego, dlatego przewaznie we wzorach (9.6) i (9.8) czgsci uwzgledniajace sity normalne i
tnace pomijamy (nie dotyczy to kratownic, tukow, itp.).

9.5. Przyjecie ukladu podstawowego przy pomocy uzycia bieguna sprezystego

Metoda ta polega na usytuowaniu w uktadzie podstawowym niewiadomych sit X na ramieniu preta o
momencie bezwladnosci dazacym do nieskonczonosci tak, aby otrzymaé wykresy momentéw z mnozenia
ktérych odpowiednie przemieszczenia w uktadzie rownan kanonicznych byly réwne zero (rys. 9.2).
Otrzymujemy w tym przypadku zamiast uktadu réwnan o n niewiadomych, » rownan liniowych pierwszego
stopnia z jedna niewiadoma.

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A. AlmaMater



Czesé 1 9. METODA SIL

Przyklad 1

Przyja¢ uktad podstawowy dla ramy:

Odrzucajac jedna podpore otrzymamy uktad podstawowy,

ktéremu towarzyszy mu uktad réwnan kanonicznych

0 X, +0,X,+0,;X;+A,,=0
0, X, +06,X,+0,,X;+A,,=0
05 X 105, X,+0,;,X;+A,,=0

Poniewaz wykresy momentéw w poszczeg6lnych stanach obejmuja cala rame,
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X=1 -

wszystkie wspotczynniki sg rozne od zera.

Przyjmijmy teraz inny uktad podstawowy z biegunem sprezystym

w|—

wtedy wykresy momentoéw ograniczaja si¢ do czesci uktadu:
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Czesé 1
X=1
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1 wigkszo$¢ wspolczynnikow macierzy podatnosci jest rowna zeru.

Srodki cigzkosci trojkatow (M, i M») odpowiadaja zerowym warto$cia na wykresie M;

6,,=6,=0
5,,=5,=0 (9.10)
6,3=05,=0
Ostatecznie zamiast uktadu trzech réwnan musimy rozwiazaé trzy proste rOwnania:
6, X,==4,p
6,X,==4,, 9.11)
65 X;==4;,
Dzigki biegunowi sprezystemu obliczenia znacznie sig uproscity.
AlmaMater
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