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MECHANIKA BUDOWLI 14

Drgania podluzne oraz skretne pretow pryzmatycznych o ciaglym
rozkladzie masy.

Dotychczas rozpatrywalismy jedynie drgania poprzeczne pretow (tzn. takie, ktore
powoduja ruchy czastek prgta prostopadle do kierunku rozchodzenia sig fali) zaktadajac,
ze maja one zasadnicze znaczenie w dynamice budowli. Zauwazmy jednak, ze w ztozo-
nych uktadach pretowych (np. ramach), zaleznie od ich geometrii, drgania poprzeczne
przekazuja si¢ na inne prety jako: rowniez poprzeczne badz wiasnie podiuzne (tzn. takie,
ktére powoduja ruchy czastek preta wzdtuz kierunku rozchodzenia sig fali) lub skretne.
Zauwazmy rowniez, ze podana wyzej wlasno$¢ ma charakter odwrotny tzn. z drgan
podtuznych czy skretnych moga powstac poprzeczne.

1.1. Rownanie ruchu preta, gdy ruch ten jest skutkiem dzialania dowolnych
drgan podluznych.

a) zalozenia:

- drgania harmoniczne (okresowe, periodyczne, czyli powtarzajace si¢ w regu-
larnych odstepach czasowych), rownolegle do osi preta

- uktad idealny (tzn. brak jakiegokolwiek thumienia ruchu)

- mate przemieszczenia preta (mate ruchy)

- ciagly, liniowy rozktad masy w pregcie

- pomijamy skrocenia badz wydtuzenia preta

b) wyprowadzenie
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Wytnijmy mys$lowo element nieskonczenie dtugiego preta (Rys. 1.1.1).

/p(x,r)
N(x, D) r(fﬁ.fﬁf(x,rﬁydx
— ¢ = T
adx
vy

Rys. 1.1.1 Wycigty myslowo element rozpatrywanego preta wraz z dziatajacymi na
niego sitami

Z sumy rzutdw na o$ X (Rys. 1.1.1) mozemy zapisac:

XX =0= —N(x,1)+ N(x,t)+%dx+p(x,t)dx+r(x,t)=O
X

ON(x,t)
de+p(x,t)dx+r(x,t)—0 (1.1.1)
gdzie:
- r (x,t) — sita thumienia (oporu) ruchu wynikajaca z faktu drgania preta (sita
bezwtadnosci liniowej) rowna:
- o%ulx,t
r(x,t)z—dm-u(x,t)z—dm-% (1.1.2)
t
gdzie:
- u (x,t) — przemieszczenie elementu wzdtuz osi X zalezne od czasu t
u (x,t) - przy$pieszenie elementu wzdtuz osi X
- dm — masa rozpatrywanego elementu rOwna na podstawie prostych zaleznosci
fizycznych, iloczynowi objetosci dV i gestosci p (masy wlasciwe;j):
dm=dV-p=A-dx-p (1.1.3)
Znak minus we wzorze (1.1.2), wynika z faktu przeciwnego zwrotu sity bez-
wiadnosci do sity powodujacej ruch.

Po uwzglednieniu we wzorze (1.1.1) zaleznosci (1.1.2) i (1.1.3) otrzymamy:
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2
—aN(x’t)dx+p(x,t)dx—A~dx-paL;’t)=0 /:(4-dx-p)

0x
2
ON(x,t) 1 +p(x,t)_8u(x,t):0

dx A-p A-p ot
Na podstawie definicji sity normalnej oraz po uwzglednieniu faktu jednorodno-
$ci materiatu, z ktérego zbudowany jest pret, mozemy zapisac:

(1.1.4)

N(x,t):jd(x,t)-dA:G(x,t)-A (1.1.5)
Y
Na podstawie prawa Hooke'a mozemy zapisac:
o(x,t)=E -¢e(x,1) (1.1.6)

Zauwazymy réwniez, ze o§ X jest gldbwna osia odksztalcenia a poniewaz mamy
do czynienia z matymi przemieszczeniami, mozemy zapisac:
dulx,t
(1) = 21bnt)
0x

Po uwzglednieniu wzoréw (1.1.6) i (1.1.7) we wzorze (1.1.5), oraz po zroéznicz-
kowaniu otrzymanego w ten sposob wyrazenia wzgledem x otrzymamy:

N(x,l‘)=A‘E'M M:AEM (1.1.8)
ox ox ox’
Po podstawieniu powyzszego wyrazenia (1.1.8) do wzoru (1.1.4):
azu(x,t). A E N p(x,t)_ 0% u(x,t)
ox> A-p A-p ot
1 po odpowiednich przeksztatceniach otrzymamy nastgpujace réwna-
nie:

(1.1.7)

=0

2 0ulxt) Quxn) _ plxr) (1.1.9)
ox’ ot A-p
Powyzsze rownanie (1.1.9) to réwnanie (rézniczkowe) ruchu (tzw. réwnanie

falowe) nieograniczonego preta o liniowym rozkladzie masy, gdy ruch ten jest
skutkiem dziatania dowolnych, wymuszonych drgan podtuznych.

Jak widzimy relacje we wzorze (1.1.9) sa do$¢ proste (rownanie rézniczkowe
rzedu 2) a jedyny problem przy ich interpretacji moze budzi¢ stata c. Stata ta jest
postacia rozchodzenia si¢ fali zaburzenia w precie nieograniczonym a inaczej
rzecz ujmujac jest to predkos¢ rozchodzenia si¢ tej fali, zalezna od dwodch sta-
tych materialowych: modulu Younga (sprezystosci) E 1 gestosci (masy wiasci-
wej) p:
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t== (1.1.10)

Nalezy przypomnie¢, ze cho¢ fala zaburzenia si¢ przemieszcza, czastki prgta
pozostaja w miejscu, poruszajac si¢ jedynie do przodu i do tytu, ale nie uczestni-
czac w poziomej predkosci rozchodzenia si¢ zaburzenia. Najlepszym przykta-
dem to obrazujacym jest rozchodzenie si¢ fali zaburzenia wzdtuz napigtej liny.

Gdy mamy do czynienia z drganiami wlasnymi (bez zadnych wymuszen) wzor
(1.1.9) przyjmie nastepujaca postac:

o2 82u(x,t)_ 9%u(x,t) _

pler)=0 = o or

0 (1.1.11)

¢) rozwiazanie

Szukamy ogdlnego rozwiazania réwnania rozniczkowego (catki ogdlnej), dla
wzoru (1.1.11).

Rozwiazmy te rownanie metoda rozdzielenia zmiennych tzn. zat6zmy, ze istnie-
je taka funkcja u(x,t), ktora sktada si¢ z iloczynu dwoch funkcji, zaleznych tylko
i wylacznie od jej pojedynczych zmiennych tzn. od czasu ,,t” (funkcja czasu -
T(t)) oraz od przestrzeni ,,x” (funkcja przestrzeni - U(x)).

u(x,t)= T(t)- U(x)
2 0UR) 1) 9TO oy o /() U]

d x* ot*
2 °U(x) 9°T(1)
dx? ot’

= (1.1.12)
ulx) 1)
Aby lewa strona tego rownania (funkcja przestrzeni) byta rowna prawej (funkcji
czasu), w danym punkcie czasoprzestrzeni, funkcje te musza osiagnaé w tym
punkcie jaka$ stata wartos¢ (skalar). Warto$é ta oznaczmy przez .
2 °U(x) 0°T(¢)
2 2
dx’ _ 9t _ > (1.1.13)
ulx) 1)

W ten sposob dostaliSmy nastepujacy uktad rownan:
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2
aaTtE’) —0* T()=0 =1°
(1.1.14)
2
Uk U(zx)—kz Ulx)=0 =2°
dx
gdzie:
R0 p (1.1.15)
7 B 1.
Po rozwiazaniu powyzszego uktadu rownan (1.1.14) dostaniemy:
1° T(t)=C, sinwt+C, coswt
(1.1.16)

2° U(x)=4-sinkx+B-coskx
stad rozwiazanie ogolne (catka ogdlna) przyjmie postac:
ul,)=7T()-Ux)= (C1 sinwt+C, cosot)-(Asink x+ Bcoskx) (1.1.17)
Na podstawie powyzszego ogdlnego rozwiazania rownania roézniczkowego (cat-
ki ogoélnej) wzor (1.1.17) sprobujmy znalez¢ rozwiazanie szczegolne.

Wyrazenie 1° (1.1.16) rozwiazalismy na wyktadach poprzednich:
T(t)=a-sin(wz+¢) (1.1.18)
gdzie:
- a1 ¢ otrzymane z warunkow poczatkowych zadania
- o (czestos$¢ kotowa drgan wlasnych) otrzymana z warunkéw brzegowych
zadania (wyliczona w dalszej czesci — wzor 1.1.24)

Wyrazenie 2° (1.1.16) rozwiazemy uwzgledniajac warunki brzegowe dla uktadu
przedstawionego ponizej (Rys. 1.1.2).

0 X

| L |
| |

Rys. 1.1.2 Pret obustronnie utwierdzony jako przyktadowe zadanie
Skorzystajmy z kinematycznych warunkéw brzegowych, tzn. wykorzystajmy
fakt, ze w kazdej chwili czasu nie ma przemieszczen poziomych preta w podpo-
rach (1.1.19).

I° U(0)

0 7’ u()=0 (1.1.19)
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Po uwzglednieniu powyzszych warunkow (1.1.19) w wyrazeniu 2° catki ogélnej
(1.1.16) otrzymamy:
I° U(0)=Asink-0+Bcosk-0=0 = B=0

0 . , (1.1.20)
II° U(l)=Asink-1+Bcosk-1=0 = Asink-1=0
Z warunku I1° (1.1.20) otrzymamy:
Asink-1=0/:4 = sink-I=sin0 = k-l=n-7 = k:”’l” (1.121)
Stad wyrazenie 2° (1.1.16) przyjmie postag:
U(x)zA-sin%-x (1.1.22)

Po uwzglednieniu rozwiazan szczegdlnych (1.1.18) 1 (1.1.22) w rozwiazaniu
ogo6lnym (1.1.17) otrzymamy nastgpujace rOwnanie:

u, (x,t)=U(x)-T(t)= A, sin(#x} sin(a)nt +(pn) (1.1.23)

Roéwnanie to (1.1.23) zwane funkcja wlasna, jest n-ta postacia drgan whasnych,
czyli opisuje zespol przemieszczen przyporzadkowany odpowiedniej n-tej czg-
stosci kotowej drgan wlasnych. W tym momencie musimy nadac tej czgstosci
odpowiednia interpretacje. W tym celu skorzystamy z zaleznosci wyprowadzo-
nych wezesniej (1.1.21):
2 2 2 2 2 2
k* = > gdzie: Kk’ =— wigc: @, =—7F— (1.1.24)
[ c

W ten sposob w naszym przypadku uzyskaliSmy konkretng warto$¢ czgstosci
kotowej drgan wilasnych, zalezng jedynie od charakterystyki belki.

Na rysunku 1.1.3 przedstawiono przyktadowe postacie drgan wiasnych.
0

10 )]

Rys. 1.1.3 Przyktadowe postacie drgan wlasnych
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Warto zaznaczy¢, ze powyzsze wykresy (Rys. 1.1.3) obrazuja wychylenia po-
dtuzne preta i opisane sa funkcja sinusoidalna, ktorej liczba punktow zerowych
wynosi n-1.

Na zakonczenie tego podpunktu przedstawmy jeszcze ogdlne rownanie funkcji
wlasnej (ogdlne rownanie postaci drgan wlasnych):

u(x,t)ziAn sin(%x}sin(&)nt+¢n) (1.1.25)
n=l1

1.2. Wzory transformacyjne dla pretow pryzmatycznych o ciaglym rozkla-
dzie masy, drgajacych podluznie.

Zastanéwmy si¢ jak beda wygladac sity normalne w precie drgajacym podtuznie
i stworzmy dla niego wzory transformacyjne metody przemieszczen (1.2.1).
N(0)=N,
N(x)= Y 1.2.1
(x) {N(Z):Nﬁ (12.1)

Zatozmy, ze rozpatrywany przez nas pret obcigzony jest sitami bezwladnosci
tzn. statym obcigzeniem integralnie zwiazanym z masa uktadu (Rys. 1.2.1 a). Na
tak drgajacy pret (z czestoscia kotowa drgan wilasnych ) narzuémy teraz w
sposob staty, warunki wymuszenia kinematycznego tzn. poziome przemieszcze-
nia podp()r)(Rys. 1.2.1b).

a

gix)
'I[o W] ="
L L L
7 1
b) u
'I[o
L L
1

Rys. 1.2.1 Pret obustronnie utwierdzony: a) obciazony sitami bezwtadnosci b) obcigzo-
ny sitami bezwladnosci, ale dodatkowo z wymuszonymi poziomymi przemieszczeniami
podpor
W celu rozwiazania tego problemu postluzymy si¢ wczesniej juz uzyskanym

rozwigzaniem ogoélnym (catka ogdlna) réwnania ruchu (réwnania falowego)
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(1.1.16) nieograniczonego preta o liniowym rozktadzie masy, gdy ruch ten jest
skutkiem dziatania podtuznych drgan wiasnych, a konkretnie 2° wyrazeniem
tego rownania (1.2.2).

2° Ul(x)=A-sinkx+B-coskx (1.2.2)

Teraz analogicznie jak wczesniej (1.1.19) skorzystajmy z kinematycznych wa-
runkow brzegowych, tzn. wykorzystajmy fakt, ze w kazdej chwili czasu wysta-
pia przemieszczenia poziome podpor preta (1.2.3) a wige warunki brzegowe sa
niejednorodne.

I° U0)=uy, 1 u(l)=u, (1.2.3)
Po uwzglednieniu powyzszych warunkow (1.2.3) w wyrazeniu 2° calki ogélnej
(1.2.2) otrzymamy:
1°U(0)= Asink-0+Bcosk-0=u, = B=u,
U,  u;-cosk- (12.4)
sink -/ sink -/

H°U(l)=Asink-[+Bcosk-I=u; = A=

Po podstawieniu statych otrzymanych powyzej (1.2.4) do rownania 2°(1.2.2)
otrzymamy nastgpujace rozwigzanie szczegolne:

U(x):[ “ —ui'COSk'lJosinkx+uicoskx (1.2.5)

sink -/ sink -/

Aby dosta¢ sity normalne skorzystajmy ze znanej nam juz (1.1.8) nastepujacej
zaleznosci:

N(x)=4-E-dU(x) (12.6)
Zeby rozwiazaé powyzsze rownanie potrzebujemy znalezé U'(x), stad zrézni-
cowane rozwigzanie szczeg6lne przyjmie postac:

sink -/ sink -/

a po podstawieniu powyzszego rozwiazania (1.2.7) do roéwnania (1.2.6) i
uwzglednieniu znanych nam juz (1.1.10 1 1.1.24) nastgpujacych zaleznosci:

dU(x)zk'[ 4o u 'COSk'lJ-coskx—k'ui sink x (1.2.7)

E 2. 2.0 4 2
=2 i 2=l g PO P A_OR
c p E E-A EA
otrzymamy:
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N(x)= EA-1 [[ u/ _ U -'cosT] ]-cosk-x—ui -sink - x (1.2.9)
[ sinn sinn

gdzie:
- 1 - to parametr o nastgpujacej interpretacji:
2 2
. a) /J/ . w
—ly=1H bo: ¥ = (1.2.10)
1 v EA 4 EA

- 1 - to liniowa ggsto$¢ materiatu rowna:

u=A4-p (1.2.11)

Na podstawie wzoru (1.2.9) otrzymamy poszukiwane przgstowe przyweztowe
sily normalne:

N©)=N, = EAp| [ L 1COSN k0, sink-0
v sinn  sinn

N(x)= (1.2.12)
N()= N, = EAp) [ 2 STkt sin k-
o sinn  sinny ’
stad:
N, =E7An-[uj-cosecn—ui-ctgn]
(1.2.13)

N, :ETAn-[u_/ “ctg N —u, -cosecn]

1.3. Rownanie ruchu preta, gdy ruch ten jest skutkiem dzialania dowolnych
drgan skretnych.

a) zalozenia:

- drgania harmoniczne (okresowe, periodyczne, czyli powtarzajace si¢ w regu-
larnych odstepach czasowych)

- uktad idealny (tzn. brak jakiegokolwiek thumienia ruchu)

- mate przemieszczenia preta (mate ruchy)

- ciagly, liniowy rozktad masy w pregcie

- pomijamy skrocenia badz wydtuzenia preta

- przekrdj preta nie ulega odksztatceniom postaciowym tzn. w procesie deforma-
cji zachowuje swoj pierwotny ksztalt

b) wyprowadzenie
Wytnijmy myslowo element nieskonczenie dtugiego preta (Rys. 1.3.1).
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e

moe)| " e, o+ 2 g
- 0 —_—e x—h-—

X

o
e
Ve
Rys. 1.3.1 Wycigty mys$lowo element rozpatrywanego preta wraz z dziatajacymi na
niego sitami

Z sumy momentdéw wzgledem srodka cigzkosci 0 (Rys. 1.3.1) mozemy zapisac:

IM,=0= —M (x,1)+M (x,t)+aMa—(x’t)dx+p(x,l)dx+r(x,t)=0
x

oM (x,¢
de+p(x,t)dx+r(x,t)=0 (1.3.1)
dx
gdzie:
- 1 (X,t) — sita thumienia (oporu) ruchu wynikajaca z faktu drgania preta (sita
bezwtadnosci) rowna:

: 9*p(x,1)
)=~ Jygl)=p-J, - ST (13.2)
gdzie:
- Jo — biegunowy moment bezwtadnosci dla przekroju kotowego:
Jo=Jx+Jy (1.3.3)

- ¢ (x,t) — kat skrecania
- 1 — gestos¢ masy rozpatrywanego elementu rowna stosunkowi masy elementu
do jego pola:

:d_m:dV-p:A-dx-p:dx'p
A A A

Znak minus we wzorze (1.3.2), wynika z faktu przeciwnego zwrotu sity bez-
wladnosci do sity powodujacej ruch.

(1.3.4)

Po uwzglednieniu we wzorze (1.3.1) zaleznosci (1.3.2) 1 (1.3.4) otrzymamy:
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oM (x,1)

2
— = dx+ plx,t)dx — J,-dx- pa oLx, t)—O /:dx
dx ot

2
oM (x,t)+p(x,t)_J0.p'a o0 _

Py o (1.3.5)

Na podstawie definicji momentu skrgcajacego oraz po uwzglednieniu faktu, ze
rozpatrywany pret jest jednorodny i pryzmatyczny, mozemy zapisac:

M (x,0)=G-Jg-v(x,t) (1.3.6)
gdzie:
- v — jednostkowy kat skrecania rowny:
a9 (x,1)
) =—— 3.
y(x.1) o (13.7)

- Js — moment bezwladnosci na skr¢canie np. rowny:
- dla preta o przekroju kotowym lub pierscieniowym:
Jy=J, (1.3.8)
- dla preta o przekroju w ksztalcie trojkata rownobocznego o boku 2a:

a* 3

Js = : (1.3.9)
- dla preta o przekroju w ksztalcie prostokata o bokach b i h:
h 0,052
b4 )
=305 7063+ P (1.3.10)
¢
- G — modut Kirchhoffa ($cinania, odksztatcenia postaciowego) rowny:
E
G= 1.3.11
2(1+v) ( )

Po uwzglednieniu wzoru (1.3.7) we wzorze (1.3.6), oraz po zrdézniczkowaniu
otrzymanego w ten sposob wyrazenia wzgledem x otrzymamy:

M(x,t)zG-JS-a%(i’t) aMa(;”) G-J, a;p(ft)

(1.3.12)
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Nastegpnie po podstawieniu powyzszego wyrazenia (1.3.12) do wzoru (1.3.5)
otrzymamy nastgpujace rownanie:

9%(x,t) 0°Q(x,1)
G-J —=—J = = plx,t 1.3.13
s—o g Iy =) (13.13)
gdzie:
- J;n — biegunowy moment masy, roéwny:
J,=Jyp (1.3.14)

Powyzsze rownanie (1.3.13) to rdwnanie (rézniczkowe) ruchu (tzw. rownanie
falowe) nieograniczonego preta o liniowym rozkladzie masy, gdy ruch ten jest
skutkiem dziatania dowolnych, wymuszonych drgan skretnych.

Gdy mamy do czynienia z drganiami wlasnymi (bez zadnych wymuszen) wzor
(1.3.13) przyjmie nastgpujaca postac:

0%¢(x,?) 3’Q(x,1)
x,t)=0 = G-J ——J, =0
p( ) N axz atz
Zauwazmy, ze jezeli mamy do czynienia z pr¢tem o przekroju kotowym lub
pierscieniowym (Js = Jy), to rownanie falowe drgan wtasnych (1.3.15) przyjmie
posta¢ analogiczna jak dla drgan podtuznych (1.1.9):
2070001 ety _
dx’ ot

ale o innej interpretacji statej c:

(1.3.15)

(1.3.16)

2

c = G (1.3.17)
P 3.
¢) rozwiazanie

Szukamy ogdlnego rozwiazania réwnania rozniczkowego (catki ogdlnej), dla
wzoru (1.3.15).

Rozwiazmy te rbwnanie analogicznie jak dla drgan podtuznych metoda rozdzie-
lenia zmiennych. Zalézmy, Ze istnieje taka funkcja @(x,t), ktora sktada si¢ z ilo-
czynu dwoch funkcji, zaleznych tylko i wylacznie od jej pojedynczych zmien-
nych tzn. od czasu ,,t” (funkcja czasu - T(t)) oraz od przestrzeni ,,x” (funkcja
przestrzeni - O(x)).

Politechnika Poznanska® Kopacz, Lodygowski, Pawlowski, Ptotkowiak, Tymper



WYKLADY Z MECHANIKI BUDOWLI 13
DRGANIA PODLUZNE ORAZ SKRETNE PRETOW PRYZMATYCZNYCH

o(x,t)=T(t)- P(x)

0°®(x) 9°T (1)

G-J P -T(t)—JmV.cb(x):o /() ®(x)-J, ]
G-Jg 9°®(x) 0°T(t)
J, ox* _ 9r (13.18)

o(x)  T@)

Aby lewa strona tego réwnania (funkcja przestrzeni) byta rowna prawe;j (funkcji
czasu), w danym punkcie czasoprzestrzeni, funkcje te musza osiagnaé w tym
punkcie jakas stata warto$é (skalar). Warto$é ta oznaczmy przez o”.

G-Jg 9’®(x) 0°T(t)
J dx’ at’ 5

m = =W (1.3.19)
@ (x) T(c)
W ten sposob dostaliSmy nastepujacy uktad rownan:
9°T (¢
—g)—wz‘T(t)=0 =1°
! (1.3.20)
azq)(x) 2 0 -
- -B*-®(x)=0 =2
X
gdzie:
2
2 ([ Jm
= 1.3.21
B = (1321)
Po rozwiazaniu powyzszego uktadu réwnan (1.3.20) dostaniemy:
1° T(t)=C, -sinwt+C,-coswt
(1.3.22)

2° &(x)=A-sin Bx+B-cosfx
stad rozwiazanie ogolne (catka ogdlna) przyjmie postac:

o(x,t)=T() d(x)= (C1 sinwt +C, coswt)-(Asin Bx+BcosBx) (1.3.23)

Na podstawie powyzszego ogdlnego rozwiazania réwnania roézniczkowego (cat-
ki ogoélnej) wzor (1.3.23), postepujac analogicznie jak wczesniej przy drganiach
podhuznych, otrzymamy rozwiazanie szczegolne.
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