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8. METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

Metoda elementéw skonczonych (MES) jest metoda przyblizona rozwiazywania rownan

rozniczkowych. W poréwnaniu z innymi metodami numerycznymi jest ona tym bardziej skuteczna, gdy
obszar analizy ma zlozony ksztalt lub gdy sktada si¢ z materiatow o r6znych wtasnosciach.

W MES obszar analizy dzieli si¢ na wiele podobszarow o prostym ksztalcie (np. trojkatnym)

zwanych elementami skonczonymi. Funkcje aproksymuje sig lokalnie w kazdym elemencie skonczonym za
pomoca funkcji ciagtych okreslonych jednoznaczne przez ich warto$ci w pewnych punktach zwanych
weztami, lezacych wewnatrz elementu lub na jego brzegu.

Dla elementu liniowego zaktadamy (Rys.8.1), ze funkcja interpolujaca wielko$ci wewnatrz elementu jest

liniowa, np.:

gdzie:
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Rys.8.1 Interpretacja graficzna funkcji aproksymujqcej
X ? X
0. =(1—) i+ 0% (8.1)

0, = N, (x)0% + N, (x)9°

¢, =[N, Nz]{q)g[} (8.2)
¢/

¢, =N" -9

N —macierz funkeji ksztattu N, N,

e — indeks elementu skonczonego

i,j — numery weztow

@i - wartosc funkcji w wezle i
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Rozwiazemy ponownie nasze réwnanie rézniczkowe metoda Galerkina, przyjmujac teraz obszar catkowania
jako obszar jednego elementu e:

Z ® yap=0 (8.3)
X
j N, (x)-R(x)dx=0 i=12... (8.4)
¢ d’e, .,
[N, oA |de=0 (8.5)
TN(X). M e-+k2~N()~ ¢ ldx=0 8.6
i i (O ;X))@ jax = (8.6)
y d*N (x) 4
JNi(x)-sz-(pejdx-l-k INi(x)-Nj(x)-(pe,-dx:O (8.7)
X

Xi i

Calkujemy przez czgsci pierwszy czton wyrazenia, aby obnizy¢ rzad catkowania:

X r I

dN, dN, AR .
[ IN, — ""'at“'l'l' k| R'J:_x]-ﬂ ap .-'.'.I-."-IL'LI'."'-'.,I:.'-]":"', ey =10
A dx .7 % ' (8.8)
{ ) _H o - i -
Przypomnijmy, Ze:
x
Nl(x):l_z
(8.9)
X
Nz(x)zz

Rozpatrujemy czton / wzoru (8.8)
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Rozpatrujemy czton //] wzoru (8.8)
2L 2L 2L Nl
xjN,.(x)-dexzxjN,.(x)-Nj(x)dxzxjN [N, N,Jdx=
0 0 0 2
2
1= 2% 22
=l F [L— }dxz?@j L L L L gy=
of X L L 0 X _x X (8.11)
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Macierz charakterystyczna elementu ma zatem postac:

ifr =171, [21
k=—— +— AL (8.12)
LI-1 1] 6 12

Rozpatrujemy czton /1 wzoru (.8)

A Dy )2
[Ni(x) o L—Nl.(L) o/t N, (0) g/ 0 (8.13)
Poniewaz:

N,(L)=0 N,(L)=1

N, (0)=1 N,(0)=0 ®.14)
otrzymujemy:
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e /o Ao _do
R R AU

f= _| ax/’ (8.15)
Nz(L)'ﬁ/L_Nz(O)'Zi)/o Z’ZIC)/L

Otrzymujemy w koncu rbwnanie macierzowe w postaci:

K¢ =f (8.16)

1 1 -1 1 2 1 (Pel d 0
_ R I 5 . = X )
(L{—l 1} 6 L 2D LEJ _do 617

lub

| L |

Rys. 8.2 Pojedynczy element opisany liniowq funkcjq aproksymujqcq

Agregacja macierzy charakterystycznej K polega na sumowaniu wartosci odpowiednich elementow
macierzy K; jak we wzorze (8.18), w celu uwzglednienia udzialu wszystkich elementow.

Podzielmy nasz obszar <1,3> na trzy elementy (Rys §8.3).

9, ®, ) Q,

®

Rys. 8.3 Podzial na trzy elementy

Oznaczmy przez “+” elementy macierzy k; (dla elementu 1).

[T3%2)

Oznaczmy przez elementy macierzy k. (dla elementu 2).
Oznaczmy przez “®” elementy macierzy k; (dla elementu 3).

Agregacj¢ macierzy K mozemy przedstawi¢ graficznie jako:
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L - L dx/ "]

Przy rozwiazywaniu otrzymanego uktadu réwnan nalezy pamigta¢ o wprowadzeniu warunkow brzegowych.
Zabieg ten polega na zmodyfikowaniu pierwszego i ostatniego roéwnania uktadu rownan. Trzeba wprowadzié¢
warto$ci podane na brzegach w kolumnie niewiadomych, a jako niewiadome podstawi¢ pochodne. Wiaze si¢
to z wstawieniem wartosci ,,/” w odpowiednich réwnaniach na przeklgtej macierzy.

Funkcje ksztattu moga by¢ rowniez wyzszego rzedu. Ponizej pokazano element z trzema weztami o
kwadratowej funkcji ksztattu.

|

1 |
: mmﬂ?m'
Ny = (-1+E)E ;

1 2
! 1
M=, Imm
=5 (2 i

Rys 8.4 Kwadratowe funkcje ksztattu

» ra
L

Do opisania tych funkcji ksztattu, bedacych parabolami, wprowadziliSmy zmienna bezwymiarowa & :
-1<g <1
Po wprowadzeniu nowej zmiennej nasze liniowe funkcje ksztattu miatyby postaé:

N, = 1-8)
(8.19)
Ny = (148)
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