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5. ROWNANIA ROZNICZKOWE — ZAGADNIENIA BRZEGOWE

Zagadnienia poczatkowe (initial value problems) to zagadnienia zwiazane ze stalymi catkowania,
zadeklarowanymi na poczatku. Pozwalaja uwarunkowa¢ zadanie, dostosowac¢ je do konkretnych sytuacji.
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Rys.5.1 Przykltad zadania z zagadnieniem brzegowym

Roéwnania rozniczkowe-zagadnienia brzegowe (boundary value problems), to zagadnienia w ktorych state

catkowania wyznacza si¢ na podstawie warunkow okreslanych nie na poczatku przedziatu lecz najczescie;j
na jego koncach (brzegach). Np. Rownania rozniczkowe linii ugi¢cia belki:
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Rys.5.2 Zagadnienia brzegowe; warunek poczatkowy i koncowy
Przyklad 5.1:
Roéwnanie rézniczkowe przewodnictwa cieplnego:
d2T+h(T -T7)=0 (5.3)
dx’ ‘ '
Ta
Tl N ~y . i T2
T,
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Rys.5.3 Przyktad przewodnictwa ciepta wzdtuz preta.

Dane:

Pret jest nie izolowany (ciepto rozchodzi si¢ do otoczenia), x — zmienna kierunku, warunki brzegowe:

T(0)=T, =40°C

T(L)=T, =200°C

T, =20°C - temperatura otoczenia
L=10m

h =0,01 — stala charakteryzujaca rozchodzenie si¢ ciepta

Rozwiazanie doktadne:

T =73,4523e"" — 53,4523 + 20
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Zastosujemy tzw. metode strzalu (shooting method).

Polega ona na przeksztalcaniu rownania rézniczkowego brzegowego, do rownania rdézniczkowego
poczatkowego. Réwnanie rézniczkowe n-tego rz¢gdu mozna sprowadzi¢ zawsze do uktadu n réwnan I rzedu.
Uktad réwnan rozniczkowych I rzedu bedzie miat postac:

dT

— =7z
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dz
—=WT-T
i (T-T1,)

T(0)=T, = 40°C
T(L)=T, =200°C

poczatkowo zaktadamy, ze z(0) =10 - pierwszy strzat. Stosujac np. metode R-K IV rzedu o kroku h=2,
otrzymujemy:
T(10)=168,3797°C
dla z(0) = 20 - drugi strzal, otrzymujemy:
T(10) = 285,8980°C .
Zaleznos¢ migdzy dwoma strzatami jest liniowa wiec dokonujemy liniowej interpolacji:
20-10

2(0)=10+ (200-168,3797) =12,6907
285,8980—168,3797
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Rys.5.4 Interpretacja graficzna shooting method

Jest to poprawny warunek poczatkowy. W ten sposob sprowadziliSmy zagadnienie brzegowe do zagadnienia
poczatkowego. Dla zagadnien liniowych jest to bardzo efektywna metoda a dla zagadnien nieliniowych
rzadko stosowana.

Metoda roznic skonczonych (MRS)

Rozpatrzmy ponownie réwnanie rézniczkowe przewodnictwa cieplnego:

2
‘;ZTM(TG ~T)=0 (53)
X

Zastepujemy druga pochodna réznica skonczona.
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z T, —2T +T.
d Z’ ~ i+l 12 i-1 (54)
dx Ax
1 po podstawieniu otrzymujemy:
T, -2T+T,
T ~WT.-T)=0
T, —2T +T,_, —AChT, + Ax*hT, =0
T —T,Q2+h-AC)+ T, = —h-AX* T, (5-5)
Réwnanie (5.5) zapisa¢ mozemy dla wszystkich punktow wewnetrznych.
Pret dzielimy na 5 rownych czgsci:
L=10m
Ax=2
T, =40°C
T, =200°C
Uktad réwnan réznicowych dla punktéw wewngtrznych zapisujemy w postaci macierzowe;j:
2,04 -1 0 0 || T, 40,8
-1 2,04 -1 0 ||7, | 08
0 -1 204 -1 |T, 0,8
0 0 -1 2,04|| 7T, 200,8
Otrzymujemy rozwiazanie:
T =[65,9698;93,7785;124,5382;159,4795]
Zestawienie wynikéw otrzymanych przy zastosowaniu obu omawianych metod:
X Rozwiazanie dokladne Metoda ‘shooting’ MRS
0 40 40 40
2 65.9518 65.9520 65.9698
4 93.7478 93.7481 93.7785
6 124.5036 124.5039 124.5382
8 159.4334 159.4538 159.4795
10 200 200 200
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