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Metoda przemieszczen - teoria

1. WZORY TRANSFORMACYJNE WEDLUG TEORII RZEDU I-go

Wzorami  transformacyjnymi  nazywamy zale znosci miedzy sitami
brzegowymi a przemieszczeniami brzegowymi pr  eta. Zanim przejdziemy do
wyprowadzenia tych zwigzkéw zauwazmy, ze kazdy stan odksztalcenia preta
moze byc¢ roztozony na (rys. 1):

1. przesuniecie rownolegte,

2. wydtuzenie lub skrdcenie preta,

3. odksztalcenia wynikajgce ze zmiany odlegtosci koncéw preta w kierunku
prostopadtym do jego osi (4;), obrotow weztow (¢, ¢;) i dziatania obcigzenia.

% "

z

Tji

M f
.

Rysunek 1

Kazdy z tych trzech standbw moze by¢ rozpatrywany oddzielnie. Przesuniecie
réwnolegte nie powoduje odksztatcen a wiec nie wywotuje takze sit. Wydtuzenie
lub skrécenie (AL;) preta zwigzane jest tylko z sitami osiowymi. W przypadku

statej sity osiowej zwigzek ten ma postac :

_ _EA;
gdzie : E - modut sprezystosci podtuznej materiatu,

Aj - pole poprzecznego przekroju preta

Pozostaje zatem do rozpatrzenia stan odksztatcern przedstawiony na rys. 1
Przyjmuje sie tu statyczng umowe znakowania sit brzegowych (dodatnie sg
momenty prawoskretne i sity tngce dajgce momenty prawoskretne) oraz
analogiczng umowe znakowania przemieszczen (dodatnie sg katy obrotu
prawoskretne i wzajemne poprzeczne przesunigcia koncow pretow (A; =y L)

odpowiadajgce dodatnim obrotom cigciw pretow J; ).
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Metoda przemieszczen - teoria

Jak widaé na rys. 1 moment zginajacy (umowa znakowania wytrzymato$ciowa) w
przekroju preta o wspétrzednej "x" okreslony jest zaleznoscig :

M(X) = M + Ty - Ny(x) + M(,x) (1.2)
gdzie : M(q,x) - moment zginajacy od obcigzenia zewnetrznego.

Powyzszy zwigzek uwzglednia, ujawniajgcy sie w wyniku odksztalcen, wptyw stalej
na catej dlugosci preta, sity osiowej (N = N;) na momenty zginajgce i sity tnace co
nazywane jest teorig rzedu 2-go.

Po podstawieniu zaleznosci (1.2) do znanego réwnania rozniczkowego o0si
odksztatconej preta o statej sztywnosci (EJ;)

&y M) _
d* EJ

0 (1.3)

j

i dwukrotnym zrozniczkowaniu rownania wzgledem "x" otrzymuje sie rOwnania
rézniczkowe osi odksztatconej preta wedtug teorii rzedu 2-go:

4 A2 2
ay N dy_a (1.4)

- dla preta $ciskanego (N;= - IN; ) Ay + 2 "W~ EJ
j j

4 A2 2
dly A d% _q (1.5)

- dla preta rozcigganego (N;= IN;l) = =1
: . dX4 |_2IJ dX2 EJij

Nithi  od dla pretow sciskanych X2 = N2 = Ny
EJ, = pre y i j EJ

gdzie: A} = __
]

Pomijajgc wptyw sity osiowej (teoria rzedu I-go) réwnania (1.4) i (1.5) przyjmujg
postaé

dy ¢
dx*  EJ (1.6)

Rozwigzanie rownania (1.4) ma postac :

A X A X
y(x) =C,+ C, [A k+ QEO{LJ-FC“[S"ELJ-FCS (1.7)

a réwnania (1.5) postac :

_ Ak Ak

gdzie Ci, C,, Cs, C, sg stalymi catkowania (funkcjami parametru A (wzglednie A)
wyznaczanymi na podstawie warunkéw brzegowych preta a Cs sg rozwigzaniami
szczegoblnymi rownan rozniczkowych (1.4) i (1.5).
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Metoda przemieszczen - teoria

Rozwigzania rownan (1.4) i (1.5) oraz wszystkie wynikajace z tych rozwigzan
zwigzki sg wzajemnie zwigzane zaleznoscig (1.6) z ktorej wynikajg zwiagzki :

sh(x; 00) = iGsinQy; ), ch(A; 0) =cos@;; ),
sinv; 0)=i Bh(y; ), cos@; )=ch @ ), (1.9)
Uwzgledniajgc zwigzki
d?y

M, =-EJ, dez

=R [Ed ol BS?J

x=0 =0

2
M, =-EJ, oy
dx?

=-EJ, [E d X3 L” @J (1.10)

x=Lj x=Ljj

wzory transformacyjne dla dowolnego pr  eta prostego mozna przedstawi¢ w
postaci :

EJ,
|_ijJ [@aij & +h Iy - ¢ [ )*
EJ.
|___J [éaji [; +B My — ¢ Ly )"‘ P (1.11)
]
EJ,
Ty = injj [@"Cij & -G &y +q [y )J’T)
EJ.
T = injj [@‘Cij [ -G [ +q [y )+,T)
gdzie ajj, aj, bij = bji, Cj = aq; + bji, Ci = aq; + bij, dij = dji =Cjt+ G- (|Ub )\ ) sg

funkcjami parametrow A; lub Xij zaleznymi od typu preta. Oznaczenla tych
funkcji dla wybranych typow pretdw o statej sztywnosci zestawiono w tabeli

Tabela 1
i | aj 3i bj = by G Gi dj = dj

N F 4 4 2 6 6 12
N| -
3 5 3 0 0 3 0 3
NI -z
N |E 1 1 -1 0 0 0
N I
N 0 0 0 0 0 0
N
% g 0 0 0 0 0 0
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(o]

Sktadniki wzorow typu My i Tijf’ sq brzegowymi momentami i sitami tngcymi
w stanie zerowych przemieszczen brzegowych (¢ = ¢; = Y = 0) i mogg by¢

wyznaczane np. z wykorzystaniem metody sit. Dla typowych obcigzen warto$ci te
mozna zestawiono dla réznych typow pretdéw w tabelach ponize;.

Tabela 2
M; PRET SZTYWNO-SZTYWNY M;
q
, (YT I VY Y YV vy v vy e\ ,
v M‘i £\+ EJ L t; qL”
12 12
73 i i X\ Mj
M‘\ E} EJ,L E;
_PL | L2 y L2 | PL
'8 '8
IE
N R\ Mj
M‘i N EJ L E;
_ Pab’ “70 7‘ b T‘ Pa’h
L2 L2
ﬁ :‘ <\&M R\ Mj
Mib(z_ﬁ) M B L N %(z_ﬁ)
L L ‘ ‘ L L
"*“ T b y
Tabela 3
M PRET SZTYWNO-PRZEGUBOWY M;
q
PIYVIYYYYVYYYYIYYYY \
a U T A 0
8
) L \
\‘ i j i
M‘i 3 EJ, L M
_ﬂ } L2 7‘ L2 7‘ 0
16
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P
oy b X
‘ZiVL+m M S EaL 2
0
s b 4
ANE M L i
M 1—{bﬂ e EL QM
2 L
0
| ] b |
[ b \
Tabela 4
M; PRET SZTYWNY-LYZWA M;
q
I VY YYYYYYVYYYYYOYY W\ 2
_av M@ *E ) _av
3 6
ip \
?‘ i i E M;
M‘i 3 EJ, L AN P)
3PL | | | PL
s e s
P
‘ﬁ i‘i N
_& M‘\ N EJ, L ‘EQ _&
2 2
T -
_Pa[Z—aj M‘i ;‘I EJ, L Jii;MJ _Pa2
2 L 2L
| | h |
| < i - I
Ji M N
_Mb M\i J — J}S\JMJ _Ma
L g L
| | h |
AT ° L
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Metoda przemieszczen - teoria

Ogodlna posta¢ wzoréw transformacyjnych (1.11) jest prawdziwa dla pretoéw
prostych zaréwno o stalej sztywnosci jak i 0 zmiennej sztywnosci. WartoSci
parametréw dla pretéw o zmiennej sztywnos$ci a takze dla innych typow pretéw
mozna znalez¢ w literaturze. Wartosci tych wspétczynnikbw mozna stosunkowo
latwo wyznacza¢ wykorzystujgc ich interpretacje i metode sit. Na przyktad jesli
przyja¢ ¢ = Y = ij’ =0, ¢; = 1 (rys.1) to z wyrazenia okreslajgcego M; (1.11)
wynika, ze :

— Lij ™
g EJ

CO oznacza, ze wspoiczynnik a; jest rowny momentowi M; pomnozonemu przez
L

ij

a wywotanemu obrotem konca "i" preta o kat o wartosci "1".

Tabela 5
_EBJ JEDNOSTKOWE STANY ROTACYJNE M = EJ b
Mi - T aij i T j
0
‘ 7/
Yi N \ j
M\ilg‘L EJ, L J}t EM EJ
EJ J/ - BJ
4T / 2 3
tl/f// j M
M‘ii‘ i ; )
BE EJL 0
7
‘ 7/
EJ Yi TR\ EJ
- M</é EJ, L IN g e

Analogiczng interpretacje majg wszystkie wspotczynniki.
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Tabela 6
M =— EJ c JEDNOSTKOWE STANY TRANSLACYJNE M =— EJ c
i =~ G T
gy =1
§‘| J‘i M;
M‘i N EJ, L i tg
—GE f —GE
L - L
M‘i E}I EJ, L ; : JA ;MJ
5B & 0
L

Przedstawione w tym punkcie zwigzki, z wyjgtkiem zwigzku (1.1) sg prawdziwe
zarowno dla pretow nieodksztatcalnych jak i odksztatcalnych podtuznie.

2. TRANSFORMACJA PRZEMIESZCZE N GLOBALNYCH NA SItY BRZEGOWE

W wyniku dziatania obcigzen na konstrukcje ulega ona odksztatceniom.
Przemieszczenia koncow pretéw rowne sg przemieszczeniom odpowiednich
weztow.

Kazdy wezel ukladu ptaskiego ma 3 stopnie swobody (1 obrét i 2 skiadowe
przesuniecia wezfa), ktérych liczba moze by¢ zmniejszona przez wigzi
podporowe. Uklad pretow potgczonych miedzy sobg i z fundamentem w weztach
ma zatem (20 - r) stopni swobody przesuwu (w - liczba weztow, r - liczba
translacyjnych wiezi podporowych). Zaréwno katy obrotu jak i sktadowe
przesunie¢ koncéw pretdw wyrazajg sie bezposrednio przez odpowiednie katy
obrotu weztow :

i =¢i, ¢ =0; (2.1)

i sktadowe przesuniec weztdw.

Jesli przyj g€, ze prety s a nieodksztatcalne podiu znie (EA = ) to liczba stopni
swobody przesuwu ukladu zmniejsza sie o liczbe pretow. Uwzgledniajgc, ze
niektore prety mogg odbiera¢ te same stopnie swobody, liczbe stopni swobody
przesuwu uktadu mozna oszacowac na podstawie zaleznosci :

Ny =20W—-p-r (2.2)
gdzie : w - liczba weztow,
p - liczba pretow nieodksztatcalnych podituznie,
r - liczba pojedynczych, translacyjnych wiezi podporowych.
Niezbedna jest w tym przypadku transformacja przesunie¢ niezaleznych na

przesuniecia weztow a wtasciwie na katy obrotu cieciw pretéw. Zalezno$¢ miedzy
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niezaleznymi skitadowymi przesunie¢ weziéw uktadu (63) a kagtami obrotu cieciw
pretow (Y;;) ma postac :

= %Tﬂjﬁ BB (2.3)
gdzie : ID”-B sg katami obrotu cieciw pretéw wywotanymi przesunigeciami 56 =1

Podstawiajgc do wzoréw (1.10) zwigzki (2.1) i (2.3) otrzymujemy wzory
transformujgce przemieszczenia w bazie globalnej na sity brzegowe

EJ.
M; :L_ijjfﬁaj [ + b (9, ‘%‘ﬁ WB@BJJ’ NP

Mji:L___J a; [; + by [q —%9 ']HBRSBJJ’ M? (2.4)
i
Tj :L_zJ —C; [§ -G 4 +%q ik @BJJ’T
EJ
T = = = [0 — G 9, +%q iy @BJJ’ T

Po wprowadzeniu oznaczen :

E}, B}, . Ej
j j j
2.
: )y E) (2:5)
Mi =-¢; E’GD[IJU, Mji =—; E’qﬂﬂu
= = EJ; T ST = EJ; -
i = Ti =G EL” ’ i = i =76 GL”
uB = leB :dij B: ﬂp”ﬁ
wzory (2.4) mogg by¢ przedstawione w postaci
M; :Miij [P, +|Wij' [P, +ZIW|B B +M
Tj :_iji [, +T ZTU [Bg + T
T; :Tjii [0, +T +ZTJ,B (B + T

Sg to wzory transformuj gce przemieszczenia w bazie globalnej na sity
brzegowe pr eta.
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3. STOPIEN GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZALNO SCI

Stopniem geometrycznej niewyznaczalno $ci uktadu (n 4) nazywamy liczb e
niezale znych sktadowych przemieszcze n - obrotow (n) i skladowych
przesuni ¢ (ns) - ktore w petni okre $laja przemieszczenia brzegowe pr etéw
wyst epujace we wzorach transformacyjnych pr  etow, na ktore ukiad mo ze
by € rozto zony

Ng = Ny + Ns. (3.1)

Liczba obrotéw weztow (ny) rowna jest liczbie weztow sztywnych, ktorym podpory
nie odbierajg mozliwosci obrotu. W celu wyznaczenia (n,) nalezy podzieli¢ ukiad
na prety dla ktérych dane sa wzory transformacyjne; mozna poszczegOlnym
elementom (w szczegollnosci gdy brak odpowiednich do rozpatrywanego ukfadu
pretow, dla ktérych dane sg wzory transformacyjne) przyporzadkowywaé prety o
mniejszej liczbie sktadowych przemieszczenn swobodnych (np. pret sztywno-
sztywny mozna przyporzadkowa¢ kazdemu pretowi ukiadu). Liczba weztow
sztywnych tgczacych te elementy, nie podpartych ze wzgledu na obrét réwna jest

(Ny)-

Liczba niezaleznych skladowych przesunie¢ wezidbw (ns;), moze byc¢
wyznaczona na podstawie analizy kinematycznej odpowiedniego modelu uktadu.
Aby utworzyé z uktadu danego model umozliwiajacy okreslenie liczby stopni
swobody przesuwu nalezy :

1. usungc wiezi sprezyste,

2. zastgpi¢ wszystkie wezly weztami przegubowymi,

3. odebraé po jednym stopniu swobody przesuwu pretom, dla ktérych we
wzorach transformacyjnych a; # O lub @ # 0 i ¢j = ¢; =0 i dj = d; =0
(pret wspornikowy i pret sztywno-tyzwa - dla pretéw tych ich stopnie swobody
przesuwu poprzecznego uwzglednione zostaly we wspoétczynnikach aj, a;i , bjj =
b;i i kat obrotu cieciwy preta nie wystepuje we wzorach transformacyjnych).

Liczba sktadowych (ns) moze byé oszacowana z wykorzystaniem zalezno$ci :
Ns=2MW-p-r (3.2)

gdzie w - liczba weztbw modelu, p - liczba pretéw modelu, r - liczba wiezi

podporowych modelu (liczba sktadowych reakciji).

Dla modelu przedstawionego na rys. 2 ponizej :

w=14,p=13,r=12 awiec nz=214-13-12=3.

Rzeczywistg wartos¢ (ns) mozna okresli¢ tyko w wyniku analizy kinematycznej

ukladu. Analiza taka moze polegaé na poszukiwaniu najmniejszej liczby wiezi

niezbednych do przeksztatcenia modelu kinematycznego w uktad geometrycznie

niezmienny, przy czym liczba ta nie moze by¢ mniejsza niz okreslona na
podstawie zwigzku (3.2).
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W rozpatrywanym przyktadzie niezbedne jest dodanie co najmniej 3 wiezi. Jesli
dodac 3 wiezi to model staje sie ukladem geometrycznie niezmiennym. zatem w
rozpatrywanym przykfadzie ns = 3.

p a | 2

EJ
D) \ U\
)
1 pY ¥

Rysunek 2 . Ukfad dany

M)

4. UKLAD PODSTAWOWY

Uktad podstawowy w metodzie przemieszczen tworzony jest przez odebranie
stopni swobody weztom uktadu danego, okreslonych w trakcie wyznaczania
stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci jako niezalezne. Nalezy zatem natozy¢
wiezi odbierajgce mozliwosci obrotu weztdw sztywnych w liczbie ny i wiezi
odbierajace stopnie swobody przesuwu w liczbie ns. Na przyktad ukladem
podstawowym ukfadu przedstawionego na rys. 2 jest ukiad przedstawiony na
rys. 3.

é/ C\h

~ l 1l E
\<I I \
_
1 p o

Rysunek 3 Uktad podstawowy

raY
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. ROWNANIA KANONICZNE W TEORII RZEDU I-go

Aby rozwigzanie uktadu podstawowego i danego byly identyczne, sity w dodanych
wieziach musza by¢ réwne zero co daje ny warunkéw typu :

M; =0, dla i=1,2, ..., ny,
i ns warunkow typu :

Ro=0, dlaa=11l,..,ns (5.1)

Petny uktad rownan kanonicznych moze byé zapisany w postaci

Zkij [, +ZkiB B +kio=0, dlai=12..n
j B
DKo + 2Kog B +kao=0, dla a=1,2,..,ns (5.2)
j B
gdzie
ki [0, kg [&; sg momentami w rotacyjnej wigzi "i" wywotanymi odpowiednio:

* obrotem rotacyjnej wiezi "j" o kat @,
* przesunieciem w miejscu i kierunku translacyjnej wiezi "3" o 63,

kij, kiB, kic S§ momentami w rotacyjnej wiezi "i" wywotanymi: odpowiednio:

* obrotem rotacyjnej wiezi " o kat ¢, = 1,

e przesunieciem w miejscu i kierunku translacyjnej wiezi "" o
Oy = 1 obcigzeniem zewngtrznym.

Ky [0, Kqop [ s sitami w translacyjnej wigzi "o wywotanymi odpowiednio:

* obrotem rotacyjnej wiezi "j" o kat (@,
* przesunieciem w miejscu i kierunku translacyjnej wiezi "" o 63,

kaj, kaB, kao Sg sitami w translacyjnej wiezi "a" wywotanymi: odpowiednio:
* obrotem rotacyjnej wiezi "' o kat ¢, = 1,

* przesunieciem w miejscu i kierunku translacyjnej wiezi "" o
g = 1, obcigzeniem zewnetrznym.

Z powyzszego wynika, ze wspoétczynniki "k" mogg by¢ podzielone na 6 grup :
- momenty w dodanych wieziach rotacyjnych wywotane:
1. obrotami (Kee=[k;]),
2. przesunigciami (Kys=[Ks]),
3. obcigzeniem zewnetrznym (Kyo = Kio)
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- reakcje w dodanych wieziach translacyjnych wywotane:
4. obrotami (Ks=[K])

5. przesunigciami (Ks=[Kyg]),
6. obcigzeniem zewnetrznym (Kss=[Kqo]).

W zapisie macierzowym ukfad rownan moze by¢ przedstawiony w postaciach

e e T T
Koo
e 0 k ku’ o K 5| k|0

kn¢1’ kn¢n¢’ kn¢|’ kn¢n6 ¢n
K In, ! In;

(5.3)

_knal’ kn6n¢’ knél’ kn6n6 ! 5n6 _knéo_
K K
Ky Ko |[D] | Ky

Wzory okreslajgce wspotczynniki "k" zestawiono ponizej

1. Reakcje (momenty) w dodanych wieziach rotacyjnych wywotane
jednostkowymi obrotami dodanych wiezi rotacyjnych
. EJ; . EJ.
Koo; ki =2Mj +k? :ZaijBL_”-'-k?’ kij = M :bijBL_”a J# 1,
J J ij ij

1]

2. Reakcje (momenty) w dodanych wieziach rotacyjnych wywotane
jednostkowymi przesunieciami w miejscach i kierunkach dodanych wiezi
translacyjnych

Kes, Kig = zj:Mi? = _zj:Cij EL_ u]j”p’
1]

3. Reakcje (momenty) w dodanych wieziach rotacyjnych wywotane obcigzeniem

danym

Koo; ko= 2M$- M?
J

4. Reakcje (sity) w dodanych wieziach translacyjnych wywotane jednostkowymi
obrotami wiezi rotacyjnych

. o =N
Kap; Kqj = _;(Mi} +M ) Oy’ = zi:TijJ [N = _;iji L_”Juﬂj ,

5. Reakcje (sity) w dodanych wieziach translacyjnych wywotane przesunieciami w
miejscach i kierunkach dodanych wiezi translacyjnych

Kss op = ~2.(MJ + M) [ + 2k ALY (2L =

— - EJ, .
:izj:'ﬁjﬁm‘}‘j +§k§mm m[?:izj:dij EL_”JWIJL] Eu?+§lq5mu nd
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6. Reakcje (sity) w dodanych wieziach translacyjnych wywotane obcigzeniem
danym

Kso Keo = =2 (Mg + M) (7 =3 R 1B = M3 @
ij p m

Rozwigzanie ukfadu réwnan stanowig katy obrotu weziéw i przesuniecia w
miejscach i kierunkach dodanych wiezi. Na ich podstawie okre$lone sg
bezposrednio katy obrotu koncow pretdw, a wykorzystujgc zwigzek (2.3) mozna
wyznaczy¢ rzeczywiste katy obrotu cieciw pretow.

6. RZECZYWISTE SkY PRZEKROJOWE

Momenty brzegowe mogg by¢ okreslone :

1.
2.

Na podstawie zwigzkow (2.4),
Na podstawie zwigzkéw (2.6) jesli uprzednio wyznaczono momenty M, M ?
na podstawie zwigzkéw (2.5),

. Na podstawie zwigzkow (1.10) po uprzednim wyznaczeniu rzeczywistych

katow obrotu cieciw pretéw na podstawie zwigzku (2.3),

Brzegowe sity th gce moga by¢ okreslone :

1.
2.

3.

4.

Na podstawie zwigzkow (2.4),
Na podstawie zwigzkow (2.6) jesli uprzednio wyznaczono sity tnace T, T
na podstawie zwigzkéw (2.5),

Na podstawie zwigzkéw (1.10) po uprzednim wyznaczeniu rzeczywistych
katow obrotu cieciw pretéw na podstawie zwigzku (2.3),

Na podstawie réwnan réwnowagi sit dziatajacych na prety.

Brzegowe sity osiowe na ogét mogg by¢ okreslone :

1.

na podstawie réwnan rownowagi rzutow sit dziatajgcych na wezly z
wykorzystaniem réwnan réwnowagi rzutdw na o$ preta sit dziatajgcych na

prety.

. Jesli z rownan tych nie da sie wyznaczy¢ wszystkich sit osiowych to do ich

wyznaczenia niezbedne jest rozwigzanie z uwzglednieniem odksztatcalnosci
podituzne;.

. Jesli zbudowal wszystkie réwnania rownowagi dla pretow i wezidbw to

pozwala to na wyznaczenie brzegowych sit thgcych na ogét brzegowych sit
osiowych i stanowi kontrole statycznej dopuszczalno$ci rozwigzania.

. Dla peinej kontroli rozwigzania niezbedne jest sprawdzenie jego

kinematycznej dopuszczalnosci w powigzaniu z sitami to jest sprawdzenie
warunkow ciggtosci ukiadu.

Po wyznaczeniu sit brzegowych sporzadza sie wykresy sit przekrojowych
z wykorzystaniem rownan rownowagi i zasady superpozyciji.
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